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歴史

電磁波問題への応用はスプリアス（非物理）解の問題(1970)があり、なかなか進まなかった。
原因が解明されていき(1984)、ペナルティー法を用いて解決(1984)されたが、エッジ要素(ベ
クトル基底関数) (1957)の採用により、スプリアス解の問題が自動的に解決(～1980-85)し
て発展した。

R.W. Clough, “The finite element method in plane stress analysis,”
2nd American Society of Civil Engineering (ASCE) Conf. on Electronic Computation, 1960.

1960 土木・建築

ノードベース

エッジベース



No. 3

Tokyo Institute of Technology T. Hirano

有限要素法の解析手順
(1) 解析モデルを決める

金属(PEC) 誘電体

導体細線

真空

000
2

0 















 


r
r

r

jkk





M
JE

E

ヘルムホルツの波動方程式

   

    0ˆ
1

1
00

2
0








































dSn

dvjkk

r

r
r

r

EW

M
JWEWEW








000
2

0 

























 
 dvjkk

r
r

r 



M

JE
E

W

Eの波動方程式
重み

(弱形式)

数値計算しやすいよう、ベクトル解析の公式で変形（次のスライド参照）

(2) 波動方程式から重み付き残差法で弱形式を導
出（昔は変分法）

この弱形式はEに対する線形方程式なので、MoMと同様に行列方程式を得ればよい。ただし、
体積積分があるので基底関数は空間に分布する3-D版を用いる。



No. 4

Tokyo Institute of Technology T. Hirano

ベクトル公式を使った式変形
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Eの波動方程式
重み

数値計算しやすいよう、ベクトル解析の公式で変形
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第1項の計算

公式:
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前のスライドの第1項の式変形
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定式化 (1)
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マクスウェルの方程式から磁界Hを消去した波動方程式
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ベクトル公式を駆使して変形されている

表面インピーダンス 完全導体

→ そして、メッシュ分割してエッジ基底関数で電界Eを展開し、重み関数Wとしては全展開関数
Eiで重み付けして連立一次方程式の問題に帰着させ、行列方程式を解く。
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定式化 (2)
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上の体積積分、面積分は各要素j内での積分のみ値を持つ。なぜならば、基
底関数同士の積になっており、それらは要素内でしかオーバーラップしないか
らである。結局V→Viとすることができる。
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磁界を知りたいとき
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定式化 (3)

),,1( basisNi 

これらの積分は結構簡単に評価することができる。なぜならば、モーメント法の場合の用に特異点
はなく、かつ、基底関数は多項式で表現されているので簡単な積分公式に帰着できる。

行列は非常に疎なので、専用のソルバ―を使うとメモリを節約し、高速に解くことができる。
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1-Dの例: FEM (基底関数)
周波数領域
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1-Dの例: FEM (波動方程式, 重み付け残差法、弱形式)
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今の１次元の問題の場合

グローバルな基底関数の番号付

(弱形式)

数値計算しやすいよう、ベクトル解析の公式で変形
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1-Dの例: FEM (離散化, 行列方程式)
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1-Dの例: FEM (行列要素の計算)
ここで、

の計算は次の図を見てわかるように、i,jともに同一、ある
いは隣接する要素の基底関数のときしか値を持たない。
→行列は疎になる。

よって、要素ごとに基底関数同士の積分を評価して、行列
に埋め込んでいくと効率的である。全体の行列方程式にお
ける基底関数としては、要素内の基底関数を用いて、上図
のように各エッジで重みが定義された基底関数を用いる。
このために(要素番号, 基底関数番号1or2)からグローバル
の基底関数番号に対応させる変換表を準備しておく。
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なので、次の計算に帰着される。
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1-Dの例: FEM (波源: 電流源)
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1-Dの例: FEM (波源: 導波管モード)（参考）
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1-Dの例: FEM (境界条件: PEC)

左の壁が電気壁(PEC)の場合
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とする。これは元々既知であったと考えるので
行列方程式に
を代入し、未知数からも消去する。
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1-Dの例: FEM (境界条件: 表面インピーダンス Zs)
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1-Dの例: FEM (境界条件: 吸収境界条件)
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ベクトル基底関数

FEMのベクトル基底関数
J.C. Nedelec, “Mixed finite elements in ℝ3,” Numerische
Mathematik, Vol.35, No.3, pp.315-341, 1980.

MoMのベクトル基底関数
S.M. Rao, D.R. Wilton, and A.W. Glisson, 
“Electromagnetic scattering by surfaces of arbitrary 
shape,” IEEE Trans. Antennas & Propagat., vol.30, 
pp.409-418, May 1982.

ドイツ語。図が1つしかない。数学の論文みたい・・・。
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3-D FEMのエッジ要素ベクトル基底関数
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3-D FEMのエッジ要素ベクトル基底関数
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ヘルムホルツの定理

任意のベクトル関数Fは１つのスカラー関数の勾配と、他の１つ
のベクトル関数の回転の和に分解することができる
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Fを定めるときに、発散だけ、または回転だけを定めたのでは完全に
定まらず、発散と回転の両方を定めなければFは一意に定まらない。

(Frは発散が0)

(Fpは回転が0)
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スプリアス（非物理）解について
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ファラデーの法則に矛盾
問題なし

0 E

しかも、Eはエッジ上で接線成分が
等しくなる（→電界の接線成分の境
界条件 を満たす）
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→スプリアス（非物理）解の発生
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静電界/静磁界/準静電界/準静磁界

(ファラデーの法則)

(アンペアの法則)

マクスウェルの方程式
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時間変化なし
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逆起電力は無視できない(: 大)

コイル・モーター等の解析(Current)

(Voltage)
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逆起電力

変位電流

変位電流は無視できない (: 大)

準静磁界

準静電界

これは問題なし
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FEM参考資料: スプリアス（非物理）界の例

J. L. Volakis, A. Chatterjee, L.C. Kempel, Finite Element Method Electromagnetics: 
Antennas, Microwave Circuits, and Scattering Applications, Wiley, 1998.



No. 24

Tokyo Institute of Technology T. Hirano

FEM参考資料: 変分法（有限要素法の原理）
方程式の解放を極値を求める問題に帰着させて解く手法

【例】

0)( xf

汎関数(Functional)

F

f

方程式

][ fF

0)( xf

・Fが極値を取るfはf(x)=0となる
・関数fの形状による関数（ 極値は１つ：単峰性）
（F はf(x)をxの定義範囲で積分した表現であり、イメー
ジとしてはエネルギー弦の振動における変位からエネ
ルギーを求めるようなものである。）

このような汎関数を求めるのは大変である





N

j
jj xgaxf

1

)()(

重み係数(未知)
基底関数(既知)

),,1(0
][

Ni
a

fF

i






x

)(xf

f gi

【参考】 有限要素法(FEM, finite element method)による電磁界解析入門 (pp.9-12)
http://www.takuichi.net/study/fem/fem.pdf

リッツ法

関数から実
数への写像

関数形状

連立一次方程式の問題となり、ajが決定されて
近似的にf(x)が求まる。

（例）仮想変位の方法（エネルギーを座標で偏微分して力を求める）

・昔の定式化（安定性の数学的証明）
・汎関数が求まるとは限らない

必ず求まるわけではない
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有限要素法解析の流れ

メッシュ生成
• 解析空間全体をメッシュ分割する

行列の生成
• 各要素の中の基底関数の寄与を全体の行列に足し込む

境界条件
• 境界条件の寄与に関しても全体の行列に足し込む

励振
• 励振波源の寄与についても全体の行列に足し込む

行列方程式

• 生成された行列方程式を解く
• 疎行列のため、前処理を行ってSOR法で解くなどの専用ソルバーが使われる

後処理

• 電界基底関数のときは任意の位置での電界は重み付けした基底関数の和で求
まる。磁界はファラデーの法則より求まる。
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１次元問題の解析結果
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Result: Amplitude of E-field
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Result: Phase of E-field
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Result: 電界強度分布アニメーション
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Result: Time-Varying Animation of E-field
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Result: Amplitude of H-field
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Result: Phase of H-field
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Result: Time-Varying Animation of H-field
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各種電磁界解析法の比較

FDTD MoM FEM

メッシュ分割 3D
(空間全体)

2D
(物体表面)

3D
(空間全体)

解法 陽解法（安定条件必須） 陰解法（安定） 陰解法（安定）

行列の疎密 N/A 密 疎
（高速化可。メモリも節
約可）

周波数／時間領域 時間領域 周波数領域 周波数領域

得意な問題 人体解析（複雑な媒質） RCS解析 あまり広い空間を用い
ず、疎・蜜メッシュが混
在したモデル

その他特徴 開放問題では吸収境界
条件が必須

開放問題は最初から厳
密に組み込まれている

開放問題では吸収境界
条件が必須

備考: 行列方程式をまともにガウスの消去法(LU分解, 掃き出し法)で解くにはO(N2)のメモリ、O(N3)の計算時間が
必要となる。

Time: O(N1.2)
Mem: O(N1.3)

Time: O(N log N)
Mem: O(N log N)

Time: O(N*[Time Step])
Mem: O(N)

ML-FMM


