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内容

基礎（ベクトル基底関数）
(2016/1/14)
プログラム例（導波路モード解析）
(2016/1/26)
平面波入射・ビーム入射の励振モデル化
(2016/9/29)
給電部の励振モデル化（集中定数ポート、導

波路モードのポート）
(2016/11/24)

有限要素法による電磁界シミュレーション入門

http://www.takuichi.net/em_analysis/fem/fem_j.html

http://www.takuichi.net/em_analysis/fem/fem_j.html
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基礎
～ マクスウェルの方程式 ～
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マクスウェルの方程式と電磁界シミュレータの役割
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電磁界シミュレータの目的は、上のマクスウェルの方程式を速く、精
度良く、なるべく一般の構造を解くこと。境界条件を指定する必要が
ある（→微分方程式論の境界値問題）。

マクスウェルの方程式

内部: Maxwellの方程式

周囲境界: 境界条件

解くために必要な条件（解析の前準備）

1. 構造および媒質(ε, µ, σ)
2. 境界条件
3. 励振波源
上をまとめて「解析モデル」と呼ぶ
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静電界/静磁界/準静電界/準静磁界

(ファラデーの法則)

(アンペアの法則)

マクスウェルの方程式
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変位電流は無視できない (ε: 大)

準静磁界
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時間変化なし
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時間領域と周波数領域
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境界値問題（空間）
＋初期値問題（時間）

FDTD

境界値問題（空間）

MoM, FEM, FDFD

フーリエ変換
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波動方程式(EまたはHのみの式)

0=+×∇ HE ωµj
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マクスウェルの方程式
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励振問題と非励振問題

x

y

z

SC

励振波源なし励振波源あり

2-D

3-D

)(/ βαγ jz +−=−=∂∂

導波路, モードの解析

JEE
00

2
0 ηε

µ
jkk r

r

−=−






 ×∇
×∇

共振器

どの周波数でどのような形で共振するのか?

02
0 =−







 ×∇
×∇ EE

r
r

k ε
µ

( ) 02
0 =Γ+−







 ×∇
×∇ tr

r

tt
t k EE ε

µ
r x

y

z

l

l

2a

2a

Antenna #1

Antenna #2

Port 1

Port 2

xx λ=Abx =A行列方程式 固有値問題



No. 9

いくつかの励振方法
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励振方法1: 電流・磁流による励振
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マクスウェルの方程式の印加電流および印
加磁流は電磁界を生成する。

空間に広く（全体にも）分布していても構わな
いが、実際にはそのような励振方法は現実的
でないため、あまり用いられない。

開口面アンテナの解析において、開口面から
内側を無視するための等価波源としては有用
である。
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【説明】 磁流について（電流との双対性）
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磁流は実際には存在しないが、数式として導入すると界等価定理の表面磁流
M=E×n (表面電流: J=n×H)を扱う上で有益である。

次のように文字を入れ替えるとE, HがJによる放射の式と同形になる（双対性）ので、
Mからの放射の特性はE, Hを次のように入れ替えたものと理解できる。
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励振方法2: 集中ポート
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n̂電圧・電流源励振は波長に比して微小
（集中定数）であることが基本である。

微小なので、集中ポートでは印加電磁
界分布の形状にはほとんど依存しない。

通常、内部インピーダンスを指定する。
つまり、電圧（電界）と電流（磁界）の比を
指定する。

電磁界解析では、実際には表面イン
ピーダンス上に電界あるいは磁界を印加
する。
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励振方法3: ポート（導波路モード励振）
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導波路モード励振は境界にて行う。

導波路モード給電では、導波路部
分は少なくとも1/2波長以上はモデル

化する。（不連続部で発生した高次
モードが十分減衰するように）

単一モード条件であるかどうか確
認する。多モードならば、それらも考
慮して解析する。

開放型線路の場合には電磁界
モードが端で十分減衰する程度に
広い面積でポートを定義する。

1/4波長以上
ポート

Mode1 Mode2

Mode3 Mode4
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導波路問題(2次元問題, TE波, TM波)
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E*, H*は全部で6成分。従って、Ex, Ey, Hx, Hy
の4成分をEz, Hzで表現することが可能。

マクスウェルの方程式
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TEM波, TE波, TM波の分類

Ez Hz

0 0 TEM(Transverse electric and 
magnetic)波

0 Exist TE(Transverse electric)波, H波

Exist 0 TM(Transverse megnatic)波, E波

Exist Exist ハイブリッド波
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ヘルツ・ベクトルによる表現

hj ΠE ×∇−= ωµ

ej ΠH ×∇= ωε
ej ΠA ωµε=

hj ΠF ωµε=

ヘルツ・ベクトルはヘルツが微小ダイポールの放射界の計算で初めて導入し、導波管解析
にも便利なのでよく用いられる。

磁気型ヘルツベクトル

電気型ヘルツベクトル

hh zψˆ=Π

ee zψˆ=Π

導波路の電磁界は導波管軸成分しか持たない次のヘルツベクトルで表現可能である。

htetet zjz ψωµψγψ ∇×+∇−∇−= ˆˆ 2E

hthtet zzj ψγψψωε ∇−∇−∇×−= 2ˆˆH

)/(ˆ)/(ˆ yyxxt ∂∂+∂∂=∇

)/)(/1(ˆ)/(ˆ ϕρϕρρ ∂∂+∂∂=∇t

022 =+∇ hcht k ψψ
022 =+∇ ecet k ψψ

これはEz, Hzによる表現と等価
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モード関数の表現
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u: モードの番号(TEM, TEmn, TMmn)

x

y

z

SC

t: transversal (断面方向) … xy成分
l: longitudinal (軸方向) … z成分

導波路内の電磁界はモードの和で表現できる

モード関数は導波路問題の固有値問題を解いて得られる。つまり、非励振の問題の解である。
モード解析によって、モードの分布とそのモードの伝搬定数が得られる。

モード関数
モード分布 伝搬定数

)exp()()()( zutuu γrerE =±

{ } )exp()()()()( zuutuu γ rhrhrH +±=±

モード関数の直交性

( ) z
uvS vu

vued )()()( γγδ −+± +=⋅×∫∫ SHE

( ) z
uvS vu

vued )()()( γγδ +−± −=⋅×∫∫ SHE

)(0),(1 vuvuuv ≠==δ
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伝搬定数（減衰定数、位相定数）
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ヘルツベクトルによるTEモード, TMモードの表現
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速度（位相速度と群速度）
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伝送電力
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様々な伝送線路

(a) 自由空間 (b) 平行二本線路
     （レッヘル線路）

E

H

(c) 同軸線路

PEC(金属) PEC

PEC

(d) 方形導波管

PEC

(e) 円形導波管

PEC

PEC
誘電体

(f) マイクロストリップ線路

PEC 誘電体

(g) ストリップ線路
    （トリプレート線路）

PEC 誘電体

(h) スロット線路

スロット

(i) コプレナガイド

PEC
誘電体

(j) 光ファイバ

誘電体2

誘電体1

k
波数ベクトル
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方形導波管の断面内のモード関数分布

TEmnモード

TMmnモード

(実線: 電気力線, 点線: 磁力線)



No. 24

Tokyo Institute of Technology T. Hirano

方形導波管の管軸方向界分布
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導波路モードの考え方

回路 線路
回路

アンテナ等

線路は各ブロックの信号伝送に用いられる。

不連続部では電磁界の境界条件を満たすように高次モードが発生する。減
衰モードはその場所を離れると指数関数的に減衰する。

線路は普通、シングルモード（単一モード）で用いる。同軸ケーブルも高周波
になるほど細くなるのはこのため。マルチモード（多モード）では線路の曲げ方
等によって特性は大きく変化するので安定動作しない。

線路は断面形状が無限に続くものとしてモードを計算しているので、不連続
部やコーナー部では予期しない放射などが生じ得る。

線路の断面は理想的には2次元の無限に広い面を必要とするので（導波管
のような閉構造は別）、線路を近づけると予期しない線路間の結合が起こる。
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方形導波管のTEモードのFEM解析

Mode1 Mode2

Mode3 Mode4

(1,0): 2.58

(0,1): 5.15

(2,0): 5.16

(1,1): 5.76

Mode1: 2.58

Mode2: 5.13

Mode3: 5.30

Mode4: 5.92

fcu (GHz)

FEMAnalytic

x
y

z

ab

O
C

S

カットオフ周波数

高次モードではより多くのメッシュ分割が必要
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励振方法4: 平面波入射

平面波入射の場合は、物体から吸
収境界壁までの距離は1/2波長程度
以上離す。

RCS (Radar Cross Section)解析に
使われる。

>λ0/2
>λ0/2

吸収境界条件
(Absorbing 
boundary condition; 
ABC)

Ex

Hy

COMSOL: 散乱境界条件 or PML
HFSS: 放射境界 or PML
CST: Open Boundary or PML
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励振モデルに対する
規範問題
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エレクトロニクスシミュレーション研究会の規範問題

その他活動
→電磁界シミュレータの規範問題

http://www.ieice.org/es/est/activities/canonical_problems/

電子情報通信学会エレクトロニクスシミュレーション研究専門委員会
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集中ポートの例: ダイポールアンテナ
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COMSOLでは
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ポートの例: 導波管スロットアンテナ

(a) Bird's eye view

Infinite ground plane
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(b) Top view
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58.1 mm x 29.1 mm
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COMSOLでは



No. 34

Tokyo Institute of Technology T. Hirano

平面波励振の例: 導体球による散乱
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COMSOLでは
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付録
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有限要素法(FEM)
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2

3

有限要素法 (FEM, Finite Element Method)

1955-1956 航空

1980 電気

・M. J. Turner, R. W. Clough, H. C. Martin, and J. L. Topp,
“Stiffness and deflection analysis of complex structures”, 
Journal of Aeronautical Sciences, vol. 23, pp. 805-824, 1956.
・J.H. Argyris, “Energy theorems and structural analysis. Part I general theory,”
Aircraft Engineering, vol.26, pp.347-356, 1954.

• Z.J. Csendes et al., “Numerical Solution of Dielectric Loaded Waveguides: I-Finite-
Element Analysis,” IEEE Trans. MTT, vol.18, no.12, pp.1124,1131, Dec. 1970.

• M. V. K. Chari and P. P. Silvester, “Finite Elements in Electrical and Magnetic Field 
Problems”, John Wiley & Sons, 1980.

歴史

電磁波問題への応用はスプリアス（非物理）解の問題(1970)があり、なかなか進まなかった。
原因が解明されていき(1984)、ペナルティー法を用いて解決(1984)されたが、エッジ要素(ベ
クトル基底関数) (1957)の採用により、スプリアス解の問題が自動的に解決(～1980-85)し
て発展した。

R.W. Clough, “The finite element method in plane stress analysis,”
2nd American Society of Civil Engineering (ASCE) Conf. on Electronic Computation, 1960.

1960 土木・建築

ノードベース

エッジベース
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有限要素法の解析手順
(1) 解析モデルを決める

金属(PEC) 誘電体

導体細線
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Eの波動方程式
重み

(弱形式)

数値計算しやすいよう、ベクトル解析の公式で変形（次のスライド参照）

(2) 波動方程式から重み付き残差法で弱形式を導
出（昔は変分法）

この弱形式はEに対する線形方程式なので、MoMと同様に行列方程式を得ればよい。ただし、
体積積分があるので基底関数は空間に分布する3-D版を用いる。
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ベクトル公式を使った式変形
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定式化 (1)
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→ そして、メッシュ分割してエッジ基底関数で電界Eを展開し、重み関数Wとしては全展開関数
Eiで重み付けして連立一次方程式の問題に帰着させ、行列方程式を解く。



No. 42

Tokyo Institute of Technology T. Hirano

定式化 (2)
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定式化 (3)
),,1( basisNi =

これらの積分は結構簡単に評価することができる。なぜならば、モーメント法の場合の用に特異点
はなく、かつ、基底関数は多項式で表現されているので簡単な積分公式に帰着できる。

行列は非常に疎なので、専用のソルバ―を使うとメモリを節約し、高速に解くことができる。
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1-Dの例: FEM (基底関数)
周波数領域
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1-Dの例: FEM (波動方程式, 重み付け残差法、弱形式)
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1-Dの例: FEM (離散化, 行列方程式)
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1-Dの例: FEM (行列要素の計算)
ここで、

の計算は次の図を見てわかるように、i,jともに同一、ある
いは隣接する要素の基底関数のときしか値を持たない。
→行列は疎になる。

よって、要素ごとに基底関数同士の積分を評価して、行列
に埋め込んでいくと効率的である。全体の行列方程式にお
ける基底関数としては、要素内の基底関数を用いて、上図
のように各エッジで重みが定義された基底関数を用いる。
このために(要素番号, 基底関数番号1or2)からグローバル
の基底関数番号に対応させる変換表を準備しておく。
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1-Dの例: FEM (波源: 電流源)

 

z 
y 

x 

1 2 3 n 

z 
y 

x 

1 2 3 n 

E 

W 

m 

m 

b1=A1b1 (b1=e1) 
A2b2 (b2=e2+e3) 

 

Anbn (bn =ej+ej+1) 

Amb
 

bm 

)(0 mx zzJJ −= δ























−

−

−

=













































basisbasisbasisbasisbasisbasis

basis

basis

N

m

N

m

NNnNN

Nmmnm

Nn

F

F

F

A

A

A

KKK

KKK

KKK

















 11

,,1,

,1

,1111

m=MJの基底関数の中央に線電流

∫ 




















∂

∂
−+=

z

y

r

x
mm dz

z
MJjkbF

2
11

200 µ
η

)(0 mx zzJJ −= δ

で励振されているとすると

0=yM

2/000 JjkF
JM η=

2/000 Jjk η−JMm =



No. 49

Tokyo Institute of Technology T. Hirano

1-Dの例: FEM (波源: 導波管モード)
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1-Dの例: FEM (境界条件: PEC)

左の壁が電気壁(PEC)の場合
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01 =A0=xE なので、

とする。これは元々既知であったと考えるので
行列方程式に
を代入し、未知数からも消去する。
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1-Dの例: FEM (境界条件: 表面インピーダンス Zs)
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1-Dの例: FEM (境界条件: 吸収境界条件)
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